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浮点运算

典型的（规格化）浮点格式

s E = (e1 · · · ew)2 f1 · · · ft−1

1 位 w 位 t − 1 位

x = (−1)s · (1.f1 · · · ft−1)2 · 2E−(2w−1−1), 2w−1 − 1 为指数偏置

表：四种浮点格式的参数。

有效数 指数
格式 位数 (t) 位数 (w) 数值范围 u = 2−t

bf16 8 8 10±38 3.9× 10−3

fp16 11 5 10±5 4.9× 10−4

fp32 24 8 10±38 6.0× 10−8

fp64 53 11 10±308 1.1× 10−16

• 更低精度 ⇝ 更快的浮点运算、更少的通信和更低的能耗。
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低精度与混合精度的使用

何时使用低精度？
• 只需较低的计算精度
• 与其他来源的误差相平衡：
模型降阶、近似（如低秩近似、离散化）

• 具有自我修正机制（如迭代改进）✓

⇝ 混合精度算法在计算的不同部分选用不同精度，在保证精度与稳定
性的同时提高性能。
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Sylvester 矩阵方程

A

︸ ︷︷ ︸
m×m

X + X B︸︷︷︸
n×n

= C

︸︷︷︸
m×n

应用：分块对角化 • 矩阵函数扰动理论 • 系统平衡 • 控制 • 模型降
阶等。
问题设置：
• 中等规模的稠密系数矩阵 ⇝ 例如，max(m,n) ≲ 104

• 不要求具有特定结构

⇝ 首选方法：Bartels–Stewart 算法 (Bartels & Stewart, ’72).
目标：结合两种精度求解 X：高精度（工作精度）+ 低精度
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Bartels–Stewart 算法

A X + X B = C

1. 计算 Schur 分解：

A = UA TA U∗
A , B = UB TB U∗

B

2. 通过代入法求解

TA Y + Y TB = C̃ , C̃ = U∗
ACUB

3. 返回 X := UAY U∗
B
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构建混合精度算法

1. 计算 Schur 分解 A =: UATAU∗
A ▷ 25m3

2. 计算 Schur 分解 B =: UBTBU∗
B ▷ 25n3

3. 计算 C̃ := U∗
AC UB ▷ 2mn(m + n)

4. 求解 TA Y + Y TB = C̃，得到 Y ▷ mn(m + n)
5. 返回 X := UAY U∗

B ▷ 2mn(m + n)

观察

• 步骤 1 和 2 采用低精度
• 使用低精度 Schur 因子 ⇝ 需要修改步骤 3–5

⇝ 我们的思路
1. 已有低精度三角因子 ⇝ 用迭代改进（IR）求解与步骤 4 中方程
“邻近”的方程：其系数矩阵为低精度三角因子加上小扰动。

2. 对低精度酉因子重新正交归一化或显式求逆
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扰动三角方程的迭代改进

目标：求解 (TA +∆A)︸ ︷︷ ︸
TA 低精度

Y + Y (TB +∆B)︸ ︷︷ ︸
TB 低精度

= U∗
ACUB︸ ︷︷ ︸

UA, UB 高精度下保持酉性

=: D

1 k← 0

2 当 ∥∆Y∥ > ε 执行
3 Rk ← D− (TA +∆A)Yk + Yk(TB +∆B)

4 用 Bartels–Stewart 算法求解 TA∆Y +∆YTB = Rk，得到 ∆Y
5 Yk+1 ← Yk +∆Y
6 k← k + 1

7 结束
8 返回 Yk

计算成本：3kmn(m + n) 次浮点运算
• 收敛的充分条件：∥∆A∥2 + ∥∆B∥2 < sepF(TA,−TB)
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混合精度算法
对低精度酉因子重新正交归一化

1 计算 Schur 分解 A = UATAU∗
A ▷ 采用低精度 uℓ

2 计算 Schur 分解 B = UBTBU∗
B

3 计算 QR 分解 UA = QARA, UB = QBRB ▷ 重新正交归一化
4 ∆A ← Q∗

AAQA − TA
5 ∆B ← Q∗

BBQB − TB
6 D← Q∗

ACQB

7 求解 TAY + YTB = D，得到 Y
8 当 ∥∆Y∥ > ε 执行
9 R← D− (TA +∆A)Y + Y(TB +∆B)

10 用 Bartels–Stewart 算法求解 TA∆Y +∆YTB = R，得到 ∆Y
11 Y← Y +∆Y

12 结束
13 X← QAYQ∗

B
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混合精度算法
对低精度酉因子求逆

1 计算 Schur 分解 A = UATAU∗
A ▷ 采用低精度 uℓ

2 计算 Schur 分解 B = UBTBU∗
B

3 计算 U∗
A 和 UB 的 LU 分解

4 ∆A ← U∗
AAU−∗

A − TA
5 ∆B ← U−1

B BUB − TB
6 D← U∗

ACUB

7 求解 TAY + YTB = D，得到 Y
8 当 ∥∆Y∥ > ε 执行
9 R← D− (TA +∆A)Y + Y(TB +∆B)

10 用 Bartels–Stewart 算法求解 TA∆Y +∆YTB = R，得到 ∆Y
11 Y← Y +∆Y

12 结束
13 X← U−∗

A YU−1
B
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何时值得使用低精度？

混合精度算法的计算成本

• 重新正交归一化
• 25(m3 + n3) + mn(m + n) 低精度浮点运算

• 6(m3 + n3) + (4 + 3k)mn(m + n) 高精度浮点运算

• 求逆
• 25(m3 + n3) + mn(m + n) 低精度浮点运算

• 4 2
3 (m

3 + n3) + (4 + 3k)mn(m + n) 高精度浮点运算

Bartels–Stewart 算法的计算成本

• 25(m3 + n3) + 5mn(m + n) 高精度浮点运算

这些计算成本应如何比较？
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混合精度的计算成本

计算成本模型

ρ =
低精度单次浮点运算平均时间
高精度单次浮点运算平均时间

ρ = 0 低精度浮点运算的成本可忽略
ρ = 1 低、高精度浮点运算的成本相同
ρ > 1 模拟的低精度运算

0 ≤ ρ≪ 1 在新型硬件（如 GPU）上成立
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ρ = 1 低、高精度浮点运算的成本相同
ρ > 1 模拟的低精度运算

0 ≤ ρ≪ 1 在新型硬件（如 GPU）上成立
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混合精度的计算成本

归一化计算成本（以高精度运算为单位）

CN = Ch + ρ · Cℓ

• Ch: 高精度浮点运算次数

• Cℓ: 低精度浮点运算次数

Cℓ 中的每次浮点运算均按 ρ 加权。
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可承受多少次迭代？

最大迭代次数

⌊φ(ρ)⌋ , φ(ρ) =
CBS(m,n)− Cni

N (m,n)
Cit

N(m,n)

其中

• CBS(m,n): 高精度 Bartels–Stewart 算法的成本
• Cni

N (m,n): 新算法非迭代部分的归一化成本
• Cit

N(m,n): 改进过程一次迭代的归一化成本
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当 m = n 时，至多迭代 6 次
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(a) 基于重新正交归一化。
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(b) 基于求逆。

• ρ =低精度单次浮点运算平均时间
/
高精度单次浮点运算平均时间
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实验设置

算法
• sylv: MATLAB 内置函数 sylvester

• mp_orth: 重新正交归一化算法的 MATLAB 实现
• mp_inv: 求逆算法的 MATLAB 实现

迭代改进容差: 1e-12·max(m,n)

测试集
• 文献中的 19 个 Sylvester 方程，规模为 31–1,668

精度
• TensorFloat-32：由 CPFloat 模拟 (Fasi & Mikaitis, ’23)

• 自定义 24 位格式：有效数为 16 位，数值范围与 TensorFloat-32 相
同

• binary64（高精度）
Xiaobo Liu (刘晓波), xliu@mpi-magdeburg.mpg.de 线性矩阵方程的混合精度算法 14/33

mailto:xliu@mpi-magdeburg.mpg.de


相对残差与迭代次数
低精度 = TensorFloat-32
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(c) 相对残差。
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ρ ≤ 0.2
mp_orth
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(d) 迭代次数。

• 采用 tf32/fp64 且 ρ ≤ 0.2 时，多数情况下快于 Bartels–Stewart 算法
• GB200 TC 上 tf32 加速 31.3×（90 PFLOPS/2880 TFLOPS）(NVIDIA, ’25)
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相对残差与迭代次数
低精度 = 自定义 24 位格式
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(h) 迭代次数。

• 新算法在所有测试问题上均收敛
• 采用 24 位格式/fp64 且 ρ ≤ 0.3 时，多数情况下快于 Bartels–Stewart 算法
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(j) 迭代次数。

• 新算法在所有测试问题上均收敛
• 采用 24 位格式/fp64 且 ρ ≤ 0.3 时，多数情况下快于 Bartels–Stewart 算法
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报告提纲

1. 混合精度简介

2. Sylvester 矩阵方程

3. 低秩 Lyapunov 矩阵方程

4. 总结
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Lyapunov 矩阵方程

低秩（代数）Lyapunov 方程

A︸ ︷︷ ︸
n×n

X + X AT = − L LT

︸ ︷︷ ︸
W=LLT

或 − L S LT

︸ ︷︷ ︸
W=LSLT

L ∈ Rn×m, S = ST ∈ Rm×m, m≪ n.
应用于控制理论、系统平衡和模型降阶等。
• n ∼ 104 或更大

• Reλi(A) < 0, W 为半正定矩阵

• X 为半正定矩阵，且具有较小的数值秩：

∥X− Xε∥ ≤ u∥X∥, rank(Xε)≪ n

⇝ 寻求 X = ZZT，其中因子 Z ≈ 低秩矩阵 (Komaroff, ’88).
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线性方程组的迭代改进
求解 Ax = b 的混合精度框架

对 Ax = b，使用三种精度 ur ≤ u ≤ us： (Carson & Higham, ’18)
• u, 工作精度
• us, 求解修正方程
• ur, 残差计算

1 以精度 us 求解 Ax = b，以精度 u 存储 x
2 重复
3 以精度 ur 计算r = b− Ax，并将 r 舍入至精度 us

4 以精度 us 求解Ad = r，以精度 u 存储 d
5 以精度 u 更新 x← x + d。
6 直到 收敛

• 后向误差可达 O(u)，取决于 κ(A)
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推广至低秩 Lyapunov 方程

• 已有工作：用两种精度的迭代改进（IR）求解
AX + XAT + LLT = 0 (Benner et al., ’11).

• 在 CPU–GPU 混合平台上的 fp32–fp64 实现
• X = ZZT 的 Cholesky 型解因子 Z
• 未给出舍入误差分析

• 我们的贡献：
• 推广至 LDLT 型因子形式 X = ZYZT ⇝ 允许解的迭代矩阵为不定
矩阵

• 针对两种形式开展混合精度误差分析
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低秩 Lyapunov 方程的混合精度迭代改进
LDLT 型形式

计算 AX + XAT + LSLT = 0 的解 X = ZYZT。

1 以精度 us 求解 AX + XAT + LSLT = 0，以精度 u 存储 Z 和 Y
2 重复
3 计算R(Z,Y) := AZYZT + ZYZTAT + LSLT = L∆S∆LT

∆ （采用
精度 ur），并将 L∆ 和 S∆ 舍入至精度 us

4 以精度 us 求解AX∆ + X∆AT + L∆S∆LT
∆ = 0，并以精度 u 存储

Z∆ 和 Y∆（其中 X∆ = Z∆Y∆ZT
∆）

5 以精度 u 求与 X← X + X∆ 最近的半正定矩阵的因子 Z 和 Y。
▶ 右端项非半正定；计算 Y、Z 时不显式构造 n × n 矩阵

6 直到 收敛

• 高于 us 的精度下仅需 O(n2) 次浮点运算：残差计算与解更新。
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LDLT 型残差分解

1. 将 R(Z,Y) = AZYZT + ZYZTAT + LSLT 改写为

R(Z,Y) =
[
Z AZ L

] 0 Y 0
Y 0 0
0 0 S

 ZT

ZTAT

LT


=: FNFT, F 为高瘦矩阵 (Z 和 L 亦如此).

2. 计算薄 QR 分解 F = UT，构造 H = TNTT，再计算谱分解
H = QΛQT。

3. 进行特征值截断，舍去满足 |λi| < ηr 的项：

R(Z,Y) ≈ UQtΛtQT
t UT =: L∆S∆LT

∆,

其中
L∆ = UQt, S∆ = Λt.
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LDLT 型解因子更新

利用 Z∆ 和 Y∆ 更新 Z 和 Y。
1. 构造

G :=
[
Z Z∆

]
, G 为高瘦矩阵, 且 Υ =

[
Y

Y∆

]
.

2. 计算薄 QR 分解 G = VΓ，构造 K = ΓΥΓT，再计算谱分解
K = ΘΣΘT。

3. 进行特征值截断，舍去满足 σi < ηs 的项：

Znew = VΘt, Ynew = Σt,

使得
Xnew ≈ VΘtΣtΘ

T
t VT = ZnewYnewZT

new.
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两种精度下的收敛界

表：采用稳定求解器时的条件数界与极限残差。

条件数上界 极限
us ur = u κF(L) 残差

bf16
fp32

103

fp32fp16 104

fp32 108

bf16
fp64

103

fp64fp16 104

fp32 108

fp64 1016
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矩阵符号函数的 Newton 迭代
作为混合精度迭代改进的求解器

• 矩阵符号函数的 Newton 迭代 作为 LDLT 型求解器 (Roberts, ’80):

AX + XAT + W = 0, W = LSLT, X = ZYZT.

• 实现简单且稳健
• 具有良好的并行性
• 大量使用三级 BLAS 运算

• 其他求解器也适用，只需返回 Cholesky/LDLT 型解因子
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矩阵符号函数的 Newton 迭代
对解因子进行迭代

对 µk−1 > 0，进行迭代 (Larin & Aliev, ’93; Benner & Quintana-Ortí, ’99)

Ak =
1

2

(
µk−1Ak−1 + µ−1

k−1A
−1
k−1

)
, A0 = A,

Zk =
[
Zk−1 A−1

k−1Zk−1

]
, Z0 = L,

Yk =
1

2

[
µk−1Yk−1

µ−1
k−1Yk−1

]
, Y0 = S.

收敛时，
1

2
ZkYkZT

k −→ X, Z = Zk, Y =
1

2
Yk,

且
Ak −→ −I.
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矩阵符号函数的 Newton 迭代
秩截断

• 每次迭代中，Zk 和 Yk 的列数加倍，导致存储量指数增长：

Ak =
1

2

(
µk−1Ak−1 + µ−1

k−1A
−1
k−1

)
, A0 = A,

Zk =
[
Zk−1 A−1

k−1Zk−1

]
, Z0 = L,

Yk =

[µk−1

2 Yk−1
1

2µk−1
Yk−1

]
, Y0 = S.

⇝ 解决方法：对 Zk 和 Yk 进行秩截断 (Benner & Quintana-Ortí, ’99):
子程序 [Z, Y] = RankTruncLdlt(Z, Y)

1 计算薄 QR 分解 Z = QR。
2 计算谱分解 RYRT = ṼΛ̃ṼT。
3 Λ = diag(λ̃i), i ∈ Iλ := {i | λ̃i > u∥Λ̃∥1} 且 V = Ṽ( : , Iλ)
4 Z = QV, Y = Λ
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矩阵符号函数的 Newton 迭代
完整算法

算法：求解 Lyapunov 方程的 LDLT 型矩阵符号函数 Newton 迭代
AX + XAT + W = 0, W = LSLT.

1 Z0 = L, Y0 = S, A0 = A
2 对 k← 1 至 kmax 执行
3 Ak = 1

2(µk−1Ak−1 + µ−1
k−1A

−1
k−1)

[∗] 其中 µk−1 为缩放因子。
4 Zk =

[
Zk−1 A−1

k−1Zk−1

]
5 Yk = 1

2 blkdiag(µk−1Yk−1, µ−1
k−1Yk−1)

6 若 size(Zk, 2) > ρn 则 [Zk, Yk] = RankTruncLdlt(Zk, Yk)
7 若 ∥Ak + In∥1 ≤ τ 则
8 再迭代两次后终止。

9 Y = Yk/2

• 参数：收敛容差：τ = 10
√

nu, 秩截断容差：ρ ≪ 1

• [*] 每次迭代的主要计算成本: 2n3
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Lyapunov 方程的迭代改进
计算成本分析

每个改进（外层）步骤中：
• 包含三个主要步骤
• O(n2) 次浮点运算用于残差分解和解因子更新
• 假设精度 ur 或 u 下的一次浮点运算，成本不超过精度 us 下的 n 次
浮点运算

• 主要成本（求解步骤）：k 次 Newton（内层）迭代共需 2kn3 次浮点
运算

• 主要成本：精度 us 下 2(k0 + k1 + · · ·+ ki)n3 次浮点运算。kℓ 为第 ℓ
个改进步骤中的 Newton（内层）迭代次数。
• 成本权衡：降低求解精度 us ⇝ Newton（内层）迭代收敛变慢，ki 增
大。
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Lyapunov 方程的迭代改进
另一种成本模型

• 事实：每个改进（外层）步骤都生成相同的序列：

A−1
1 ,A−1

2 , . . . , A0 = A.

⇝ 思路：在不同改进迭代之间复用 Â−1
1 , Â−1

2 , . . .

• 主要成本：2
∑i

ℓ=0 kℓn3 2max0≤ℓ≤i kℓn3 次精度 us 下的浮点运算。kℓ
为第 ℓ 个改进步骤中的 Newton（内层）迭代次数。
• 以额外存储换取更低的计算成本：当 Â−1

1 , Â−1
2 , . . . 可容纳于高速存储

器时，尤其值得考虑

比较计算成本时关注的量：

kσ =:
∑i

ℓ=0 kℓ 或 kmax =: max0≤ℓ≤i kℓ.

比较采用不同求解器精度的混合精度迭代改进成本：

kσlow/kσhigh 或 kmax
low /kmax

high
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数值实验
实验设置

• 在 MATLAB 中使用 bf16、fp32、fp64，bf16 由 chop 模拟 (Higham &
Pranesh, ’19)
• 以 fp64 计算以下指标：

Res(Ẑ, Ŷ) =
∥AẐŶẐT + ẐŶẐTAT + W∥F
∥W∥F + 2∥ẐŶẐT∥F∥A∥F

.

参数

• 混合精度迭代改进的收敛
容差 = nu

• 改进（外层）步数上限
= 50

• Newton（内层）迭代次数
上限 = 50

运行时间模型

ρ =
一次 bf16 运算的平均时间
高精度单次浮点运算平均时间

=
tbf16

thigh

bf16 的主要耗时 Tbf16 = 2n3kbf16 · tbf16

高精度的主要耗时 Thigh = 2n3khigh · thigh

Tbf16 < Thigh ⇐⇒ kbf16

khigh
<

1

ρ
, 0 ≤ ρ ≪ 1

Xiaobo Liu (刘晓波), xliu@mpi-magdeburg.mpg.de 线性矩阵方程的混合精度算法 30/33

mailto:xliu@mpi-magdeburg.mpg.de


伪随机矩阵，高精度 = fp32

1 4 8 9 12 16

10−9

10−7

10−5

10−3

残
差

横轴：问题编号

κ(L)u fp32 bf16 bf16 失败
1 4 8 9 12 16

0.01

0.1

1

GB200 峰值：ρ = 0.032

ρ = 1/2

bf
16
加
速
阈
值

ρ

ρ 低于标记值时 bf16 方案更快

不复用 复用 bf16 失败

图：问题 1–8 的 n = 100，问题 9–16 的 n = 1000。

• 对良态问题，bf16/fp32 组合收敛
• GB200 参考线基于稠密运算速率：bf16 TC / 原生 fp32 (NVIDIA, ’25)
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伪随机矩阵，高精度 = fp64

1 4 8 9 12 16
10−18

10−13

10−8

10−3

残
差

横轴：问题编号

κ(L)u fp64 bf16 bf16 失败
1 4 8 9 12 16

0.01

0.1

1

GB200 峰值：ρ = 0.016

ρ = 1/4

bf
16
加
速
阈
值

ρ

ρ 低于标记值时 bf16 方案更快

不复用 复用 bf16 失败

图：问题 1–8 的 n = 100，问题 9–16 的 n = 1000。

• 对良态问题，bf16/fp64 组合收敛
• GB200 参考线基于稠密运算速率：bf16 TC / fp64 TC (NVIDIA, ’25)
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总结

• 面向两类线性矩阵方程的混合精度算法
Sylvester 矩阵方程:

• 基于 Schur 分解 ⇝ 中等规模稠密问题的首选方法
• 通过迭代改进获得三角方程的高精度解
• 利用低精度酉矩阵易于求逆或重新正交化的特点

低秩 Lyapunov 方程:
• Cholesky/LDLT 型混合精度迭代改进框架
• 重点考虑以矩阵符号函数的 Newton 迭代为求解器
• bf16 等较低精度在良态问题上表现最佳

• 已完成但本报告未展开：收敛性与舍入误差分析
下一步？

• 高性能混合精度实现（低精度 Schur 分解？）
• 在混合精度迭代改进内部采用低精度 ADI/Krylov 求解器？

更多细节请参阅预印本：

arxiv.org/abs/2503.03456 和 arxiv.org/abs/2510.02126
报告幻灯片：xiaobo-liu.github.io/talks

感谢聆听！
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